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Juhis: Lahenduskdik koos pohjenduste ja arvutustega peab olema selgesti dratuntav ning esitatud
loogiliselt ja grammatiliselt korrektsete lausetega. Lahenduses kasutatud vdited tuleb toestada,
kut nad ei ole koolist tuntud. Toestusest voib lisaks loobuda ka juhul, kui vditel on omaette
nimi ning teda voib lugeda tldtuntuks.

041221

Iga reaalarvu a jaoks leida koik reaalarvupaarid (x, %), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

|z —y|+2 =1, (1)
T +y=a. (2)

041222

Tasandiline voltmadu on ahel, mis koosneb loikudest pikkusega 1, kus loigud on otspunktides
iiksteisega liikuvalt iihendatud. Iga kaks jarjestikust 1oiku on kas paralleelsed voi risti teine-
teisega ning koik tihenduskohad (mille hulka loetakse ka ahela molemad otspunktid) peavad
olema iiksteisest erinevad.

Joonis A 541222 kujutab iihte voltmadu pikkusega 7.

° ®
Tsirkusetalitaja Zizero tahab sulgeda voltmao ringi-
kujulisse puuri raadiusega 3 nii, et madu jaaks terve-
nisti puuri sisemusesse voi dérele ning mao pea (ahela
tiks ots) asuks puuri keskpunktis. ®
Leida niisuguse voltmao maksimaalne pikkus, kelle
Zizero saab puuri dra paigutada.

———o

A 541222

Jétkub jargmaisel lehekiljel!




541223
Ruudu ABCD kiilgedel BC ja C'D asuvad vastavalt punktid E ja F.

Toestada: kui punktid A, E ja F' on vordkiilgse kolmnurga tipud, siis on kolmnurkade ABE
ja AFD pindalade summa vordne kolmnurga EFC'F' pindalaga.

041224

Uurida, millise positiivsete tédisarvude n jaoks leiduvad positiivsed taisarvud aq, as, ..., a,,
millest tikski kaks ei ole vordsed ja mille puhul kehtib
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541221 lahendus 10 punkti

Esimene lahendus. Eeldame, et arvud x ja y rahuldavad vorrandisiisteemi. Siis voib eristada
kahte juhtu.

1. juht: z <wy. Siis on |xr —y| = y — = ning me saame lahendi y = 1 jaz = a— 1. Eeldus = < y
on selle lahendipaari jaoks tdidetud parajasti siis, kui a < 2.

2. juht: x > y. Vordusest |z — y| = x — y jareldub siis y = 2z — 1. Asendades selle teise vor-
a+1

randisse, saame 3x — 1 = a, seega x = . Vordusest y = 2x — 1 saame juurdekuuluva
2a — 1 a-+1 2a — 1
. Eeldus = > y ehk vorratus + > on niitid samavaérne

3 3

vaartuse y =

vorratusega a < 2.

See juhtude vaatlus on ammendav, sellega on koik voimalikud lahendid leitud.

Kokkuvote:

Kui a < 2, siis on kaks voimalikku lahendit, (z1,171) = (a —1,1),

( ) a+1 2a—1

x = :
2, Y2 3 ’ 3

Kui a = 2, siis on tiks voimalik lahend, (x1,91) = (1,1).

Kui a > 2, siis lahendeid pole.

Kontroll kinnitab, et leitud lahendid on o6iged.



Teine lahendus.

y=-

L 541221

Vorrandististeemi lahendid on saadavad kui selliste punktide koordinaadid, mis rahuldavad nii
vorrandit (1) kui ka vorrandit (2).

1. juht: = < y. Siis on | — y| = y — x ning me saame y = 1. Seose z < y tottu rahuldavad
tingimust (1) sirge y = 1 nende punktide koordinaadid, mis ei asu sirgest y = = paremal.

2. juht: x > y. Vordusest |x —y| = x —y jareldub siis y = 2x — 1. Seose x > y tottu rahuldavad
tingimust (1) sirge y = 2x — 1 nende punktide koordinaadid, mis asuvad sirgest y = =
paremal.

Et see juhtude vaatlus on ammendav, rahuldavad tingimust (1) parajasti joonisel L 541221
paksult mérgitud nurga punktide koordinaadid.

Vaadeldes tingimuses (2) muutujat a parameetrina, esitab tingimus (2) paralleelsete sirgete
kimpu tousuga —1.

Kui a > 2, siis pole selle kimbu sirgetel nurgaga iihised punkte, seetottu juhul a > 2 vorrandi-
siisteemil lahendid puuduvad.

Kui a = 2, siis on sirgel y = —x + a nurgaga iihine parajasti tipupunkt S(1,1). Seega kui
a = 2, siis moodustavad x = 1 ja y = 1 vorrandisiisteemi ainsa voimaliku lahendi.

Kui a < 2, siis on selle kimbu sirgetel nurgaga téapselt kaks iihist punkt, mille koordinaadid
saame kahe vorrandisiisteemi

y=1 . y =2z — 1,
Ja
r+y=a r+y=a

lahenditena. Jérelikult tulevad juhul a < 2 lahenditena kone alla ainult z; =a —1, y; =1 ja
a-+1 2a — 1

3 y Y2 = 3 .

To =



Kontroll kinnitab, et juhtudel a = 2 ja a < 2 on toodud lahendikandidaadid toepoolest lahen-
did.

541222 lahendus 10 punkti

Joonisel L 541222 a kujutatud voltmao pikkus on 25 ja ta asub, nagu iilesande tingimused
nouavad, puuris raadiusega 3. Jargnevalt toestame, et iihtegi pikemat madu puuri &ra paigu-
tada ei saa.

L 541222 a L 541222 b

Selleks paneme koigepealt tahele, et mao esimese 16igu suuna voib puuri poérdstimmeetrilisuse
tottu valida suvaliselt. Seetottu voime eeldada, et mao pea asub ristkoordinaadistiku koordi-
naatide alguspunktis ja esimese 16igu 16pp punktis (0, 1). Voltimistingimuse tottu asuvad siis
koigi 16ikude 16pp-punktid téisarvuliste koordinaatidega punktides (z,y).

Lihtsa arvutuse teel Pythagorase teoreemi abil veendume niiiid kergesti, et puuri sisemuses voi
aarel asuvad parajasti joonisel L 541222 b kujutatud 29 vorepunkti. Téapselt neli neist asuvad
aarel.

[gaiihte neist 29 vorepunktist voib madu sattuda iilimalt {ihe korra. Kuid neljast puuri aérel
asuvast vorepunktist saab ta jouda tilimalt iihte (oma otsaga), sest igaiiks neist neljast punktist
asub ainult iihest muust vorepunktist kaugusel 1 ja seetottu moodustab sellises punktis loppev
16ik tupiku. Seepérast ei saa mao ldbitavate vorepunktide arv olla suurem kui 29 — 4+ 1 = 26.
Vastavalt ei ole mao pikkus suurem kui 26 — 1 = 25.



541223 lahendus 10 punkti
Esimene lahendus. £’ C

Poorame koigepealt kolmnurka ABFE {imber punkti A
nii, et 16ik AB teiseneb 16iguks AD. Sellega teiseneb
punkt E punktiks E’, mis tippude B ja D juures asu-
vate tiisnurkade tottu paikneb 16igu C'D pikendusel iile
punkti D, vt joonist L 541223 a.

Toestada tuleb, et kolmnurkade AFE’" ja EC'F pindalad (b
on vordsed. Vorduse |AF| = |E'F| tottu on see samavaar-

ne toestamisega, et tippudest £’ ja C vastavalt kiilgedele A B
AF ja EF tommatud kérgused on sama pikkusega. L 541223 a

Et kolmnurk AFF on vordkiilgne, on kolmnurgad ABE ja AF'D vordsed tunnuse KNK tottu,
sest nad iihtivad tdisnurga, kaateti ja hiipotenuusi poolest. Seetottu |[DF| = |BE|. Seega on

AECF vérdhaarne tiisnurkne kolmnurk alusega EF. Jarelikult |/ EFC| = 45° ning korguse
1

pikkus on 5 |EF.

Kiiljele AF tommatud korgus ja kiilg AE” moodustavad koos 16igu AF vastava osaga taisnurkse

kolmnurga hiipotenuusiga AE'. Et |/EAF| = 60°, siis |/FAE'| = 30°. Seega on kiiljele AF

1

tommatud korguse pikkus |AE'| - sin 30° = §|AE'|.

Et |AE'| = |AE| = |EF)|, siis on molemad vaadeldavad korgused sama pikad ning pindalade

vordsus on toestatud.

Teine lahendus. D p F a—p C

Kui kolmnurk AEF on vordkiilgne, siis on kolmurgad
ABE ja AFD vordsed tunnuse KNK pohjal, sest nad
ithtivad taisnurga, kaateti ja hiipotenuusi poolest. Kui a—7p
tahistada 1oikude AB ja BE pikkusi vastavalt tihtedega
a ja p, on ka |[DF| = p, seega |CE| = |CF| = a — p,

vt joonist L 541223 b. Taisnurksete kolmnurkade ECF, P B
ABE ja AFD pindalade jaoks kehtib p
A° a °B
L 541223 b
1 1
S(AECF) = 5(@ —p)?, S(AABE) = S(AAFD) = 59P- (1)

Et kolmnurga AEF kiiljed AE ja EF on sama pikad, siis saame Pythagorase teoreemist
taisnurksete kolmnurkade EC'F' ja ABFE kohta jark-jargult

2(a —p)? = |EC|*+ |CF|? = |[EF|* = |AE|)? = a* + p°,
2a2 — 4ap + 2p2 — a2 _|_p2’
(1,2 — 2ap + p2 = 2ap’
(a — p)* = 2ap,

millest vorduste (1) tottu jareldubki véide.



Kolmas lahendus. F' D F C

Kui kolmnurk AFF on vordkiilgne, siis on kolmur-
gad ABFE ja AFD vordsed tunnuse KNK pohjal, sest
nad iihtivad téisnurga, kaateti ja hiipotenuusi poolest.
Kolmnurk ECF on seega vordhaarne ja tdisnurkne
ning |/BAE| = |/FAD| = 15°.

Olgu F’ punktiga F' siimmeetriline punkt sirge AD 2

suhtes, vt joonist L 541223 c. Siis on kolmnurgad AF' D
ja ADF'" vordsed. Kolmnurga AFF’ pindala vordub A ° B
jarelikult kolmnurkade ABFE ja AF' D pindalade sum-

maga. Kui s tdhistab vordkiilgse kolmnurga AFF kiil- L 541223 ¢
jepikkust, siis kehtib

S(AABE) + S(AAFD) = S(AAFF') = % \AF| - |AF'| - sin |/ FAF

! in30° = + 2
= —-5-S-8ln = —35".
4

2
Vordhaarses taisnurkses kolmnurgas FCF on kaatetite pikkused g - 5. Seega kehtib

2
S(AECF) = ! (ﬁ . s) = 132.
2\ 2 4

Sellega on pindalade vordsus toestatud.

541224 lahendus 10 punkti

Esimene lahendus. Selline esitus leidub koigi positiivsete taisarvude n # 2 jaoks, kuid mitte
n = 2 jaoks.

Juhul n = 1 rahuldab iilesande tingimusi a; = 1.

Juhul n = 2 voib ilma {ldisust kitsendamata eeldada, et a; < as. Kui a; = 1, siis kehtib

1 1 1 1 1 1
vorratus — + — > 1; kui aga 2 < a; < ag, siis —+ — < =+ - = 1.
a;  a a; Qs 2 2
Juhul n > 3 valime
ok 1<k<n-2,
ap =
3-2672 n—-1<k<n.
iy 1 1 .
Siis saame s = — + — + ...+ — jaoks
aq a9 Ay,
1+1+ + ! + ! + ! + !
s = -+ =+... +—+—
2 922 on—3 on—2 3.9n-3 3.9n=2’
seega jarelikult
2s=14 by Ly ! I S
5= -+ —+...
2 22 2n—3 3.2n—4  3.2n-3



ning

1 1 1

© on-2 + 3.9n—4  3.9n—2

s=2s—s=1
—3+4—1_

=1 =1.
- 3. 2n—2
Seega on niisuguse valiku korral tilesande tingimused téaidetud.

Teine lahendus. Selline esitus on olemas koigi positiivsete téisarvude n # 2 ja ainult nende
jaoks. Eeldame jargnevas ilma iildisust kitsendamata, et a1 < as < ... < a,.

Kui n = 1, siis lahendab iilesande a; = 1.

1 1
Kui n = 2, siis juhul a; = 1 kehtib vorratus — + — > 1, samas kui juhul 2 < a; < as kehtib

aq aq
1+1<1+1_1
aq a9 2 2_
1 1 1 1 1 1 1
Kuin:3,siis§+§+6:1;kuiagan:4,siis§+Z+6+E:1.

Suuremate n-de jaoks jareldub sellise esituse olemasolu matemaatilise induktsiooni printsiibi

abil.

1. variant, samm n — n + 2. Asendades arvu a, arvuga a,, = 2a, ja valides a,; = 3a,, ning
any2 = 6a,, kehtivad seoste 1 < a,,_1 < a, tottu vorratused a,_; < a, = 2a, < 4,11 = 3a, <
Qn4o = 6a, ning saame

1 1 1 1 1 1)1 1 1 1 1
l=—4.. . +—=—+. . F+(z+-+2 )] —=—+... +—+ +—
2 3 6/)a, m a,  Qpi1 Gpi2
Seega kui leidub sobiv esitus n arvu jaoks, siis leidub selline esitus ka n 4 2 arvu jaoks. Et
n = 3 ja n = 4 korral need esitused leiduvad, siis leiduvad nad iga n > 3 korral.

2. variant, samm n — n+ 1. Asendades arvu a,, arvuga a,, = a, + 1 ja valides a, 1 = ai + an,,
kehtib seoste 1 < a,,_; < a, pohjal vorratuste ahel a,, | < a, =a, +1 < a,,1 = a, + ai ning
saame

1 a, + 1 a, 1 1 1 1 1

o an(ant D) an(ant D)  an(ant D) ant 1l am @ ans

)

see tahendab,

1 1 1 1 1 1 1
Il=—+...+ +—=—4...+ +— +

p .
451 (p—1 Qp, ay An—1 Qy, An41

Seega kui leidub sobiv esitus n arvu jaoks, siis leidub selline esitus (olulisel eeldusel a,, > 1) ka
n + 1 arvu jaoks. Et n = 3 korral esitus leidub, siis leiduvad sellised esitused iga n > 3 korral.



Hindamisskeemid

[ga iiksiku tlesande eest ette ndhtud punktide arv on kohustuslik, et oleks voimalik teha
vordlusi, nt otsustada 3. vooru (maakonnavooru) paésemise iile.

Opilase lahenduskéigu iiksikute sammude eest antavate punktide arv on hindaja otsustada
(jargides pohimotet ,sammu kasutatavus sihile viivas lahenduskéigus®); opilase lahenduse hin-
damisel tuleks voimaluse korral rakendada jargnevaid punktijaotusi, neid voib selles mottes
iiksikutel juhtudel ka muuta.
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